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集合的基本概念和运算

集合论是现代数学的基础!

!"

世纪"数学中出现了一门新的分支###微积分!在之

后的一二百年中这一新学科飞速发展!

!#

世纪初"许多迫切问题得到解决后"数学家们

开始探寻微积分的基础"从而进行了有关数据集的研究!

德国数学家康托尔开始探讨前人从未碰过的实数点集"这是集合论研究的开端!

!$"%

年康托尔提出$集合%的概念"后来又提出了关于基数&序数和良序集等理论"奠定了集合

论的基础!

在
!#&&

年前后出现了罗素悖论"如$理发师说只给不能给自己理发的人理发%"使集

合论的发展陷入困惑'

!#&%

!

!#&$

年"策墨罗提出第一个集合论的公理系统"使集合论

的矛盾得以解决"并逐步形成了公理化集合论和抽象集合论!

集合论是计算机科学与技术学科的重要基础"它在很多分支学科中有重要应用(

)

!

*它已经成为构造性数学的重要基础!目前"集合论已经成为数理逻辑&抽象代

数&图论等构造性数学的重要基础!

)

'

*它已经成为计算数学理论的重要基础!目前"集合论在计算理论&模型论&形式

语言与自动机理论&形式语义学中有重要应用!

)

(

*它已经成为软件理论与技术的重要基础!目前"集合论在数据结构&编译原理&

数据库原理中得到了重要应用!

!"#

!

集合的基本概念和表示法

!"#"#

!

集合及其表示

集合是一个不能精确定义的基本概念!直观地说"把一些事物汇集到一起组成的一个

整体就叫作集合"而这些事物就是这个集合的元素!例如(

')

个英文小写字母的集合'

所有自然数的集合'

++

集合通常用大写英文字母来标记"例如自然数集合
$

"整数集合
%

"有理数集合
&

"

实数集合
'

"复数集合
(

等!集合的元素通常用小写英文字母表示!

表示一个集合的方法有两种(列元素法和谓词表示法!前一种方法也叫枚举法"就是

列出集合的所有元素"元素之间用逗号隔开"并把它们用花括号括起来!例如(

!*

,

"

"
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#

"

$

"+"

%

-!

谓词表示法也称描述法"是用谓词来描述集合中元素的属性"例如(

&*

,

'

#

'

$

'

%

'+!*&

-

表示方程
'+!*&

的实数解集!很多集合都可以有两种表示方法!

本章所研究的同一集合中"元素是互不相同的"并且集合的元素是无序的!

!"#"$

!

集合间的关系

元素与集合之间是属于)

$

*和不属于)

&

*的关系!两个集合间的关系有两种###包含

关系和相等关系!

定义
!"#"#

!

设
!

&

&

为集合"如果
!

中的每一个元素都是
&

中的元素"则称
!

是
&

的子集"也可以说
!

包含于
&

"或者
&

包含
!

"这种关系写作
!

'

&

或
&

(

!

'如果
!

不

是
&

的子集"即在
!

中至少有一个元素不属于
&

时"称
&

不包含
!

"记作
&

)

!

或
!

*

&

!包含的符号化表示为(

&

'

!

+,

'

)

'

$

&

-

'

$

!

*

定义
!"#")

!

设
!

&

&

为集合"如果两个集合
!

和
&

的元素完全相同"则称这两个集

合相等"记作
!*&

!相等的符号化表示为(

!*&

+

!

'

&

%

&

'

!

如果
!

和
&

不相等"则记作
!

.

&

!

例如"

!*

,

!

"

'

"

(

"

%

-"

&*

,

(

"

'

"

%

"

!

-"显然有
!*&

!

定理
!"#"#

!

集合
!

和集合
&

相等的充分必要条件是
!

'

&

且
&

'

!

!

该定理经常用来证明两个集合相等!

定义
!"#"!

!

如果集合
!

是集合
&

的子集"但
!

和
&

不相等"也就是说在
&

中至少

有一个元素不属于
!

"则称
!

是
&

的真子集"记作
!

/

&

或
&

0

!

!

例如(集合
!*

,

!

"

'

-"

&*

,

!

"

'

"

(

-"那么
!

是
&

的真子集!

定义
!"#"*

!

不含任何元素的集合称为空集"记作
1

!

定理
!"#")

!

空集是任何集合的子集"且空集是唯一的!

定义
!"#"+

!

若集合
(

包含我们所讨论的每一个集合"则称
(

是所讨论问题的完全

集"简称全集!

全集是一个相对的概念"我们研究的对象不同"全集也不同!

!"#"!

!

幂集

定义
!"#",

!

设
!

是有限集"由
!

的所有子集作为元素而构成的集合称为
!

的幂集"

记作
)

)

!

*"即
)

)

!

*

*

,

*

#

*

'

!

-!

例
!"#"#

!

设
!*

,

!

"

'

"

(

-"求
!

的幂集!

解(

)

)

!

*

*

,

1

",

!

-",

'

-",

(

-",

!

"

'

-",

!

"

(

-",

'

"

(

-",

!

"

'

"

(

--

同样可以得到以下幂集(

)

)

1

*

*

,

1

-

)

),

1

-*

*

,

1

",

1

--
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)

),

!

",

'

"

(

--*

*

,

1

",

!

-",,

'

"

(

--",

!

",

'

"

(

---

定理
!"#"!

!

设
!

是包含
+

个元素的有限集"则
!

的幂集元素个数为
'

+

!

证明(

!

的所有
,

个元素组成的集合是从
+

个元素中取
,

个的组合数
,

,

+

"由二项式定

理知"

)

)

!

*元素个数为(

,

&

+

+,

!

+

+

+

+,

+-!

+

+,

+

+

*'

+

!")

!

集合的基本运算

集合的运算"就是以集合为对象"按照确定的规则得到另外一些新集合的过程!给定

集合
!

&

&

"可以通过集合的交&并&差&补等运算产生新的集合!

!

!"$"#

!

集合的并与交

定义
!")"#

!

设
!

&

&

是两个集合"由所有属于
!

或者属于
&

的元素构成的集合称为

!

与
&

的并集"记作
!

2

&

"即

!

2

&*

,

'

#

'

$

!

或
'

$

&

-

例如"

!*

,

"

"

#

"

$

-"

&*

,

"

"

#

"

$

"

-

"

.

-"则
!

2

&*

,

"

"

#

"

$

"

-

"

.

-!

可以用文氏图表示集合之间的并运算!用平面上的矩形表示全集
(

"用矩形内的圆表

示
(

中的任一集合!图
(.'.!

中表示了集合
!

和集合
&

的并集"阴影部分就是
!

2

&

!

图
!")"#

!

!

与
"

的并集

定义
!")")

!

设
!

&

&

是两个集合"由所有既属于
!

又属于
&

的元素构成的集合称为

!

与
&

的交集"记作
!

3

&

"即

!

3

&*

,

'

#

'

$

!

且
'

$

&

-

例如"

!*

,

"

"

#

"

$

-"

&*

,

#

"

$

"

-

"

.

-"则
!

3

&*

,

#

"

$

-!

集合的交运算的文氏图表示"如图
(.'.'

所示"其中阴影部分就是
!

3

&

!

图
!")")

!

!

与
"

的交集

!"$"$

!

集合的差与补

定义
!")"!

!

设
!

&

&

是两个集合"由属于集合
!

但不属于集合
&

的所有元素组成的

集合"称为
&

关于
!

的补集)或相对补*"也称为集合
!

和
&

的差集"记为
!-&

"即

!-&*

,

'

#

'

$

!

且
'

&

&

-
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例如"

!*

,

"

"

#

"

$

-"

&*

,

"

"

#

-"则
!-&*

,

$

-!

集合的差运算的文氏图表示"如图
(.'.(

所示"其中阴影部分就是
!-&

!

图
!")"!

!

!

与
"

的差集

定义
!")"*

!

设
(

是全集"

!

是
(

的一个子集"称
(-!

为
!

关于全集的补集"也叫

作
!

的绝对补集"简称为补集"记作
!

!

"即

!

!*(-!*

,

'

#

'

$

(

且
'

&

!

-

例如"

(*

,

'

#

'

是计算机学院的学生-"

!*

,

'

#

'

是计算机学院的女学生-"则
!

!

*

,

'

#

'

是计算机学院的男学生-!

集合的补集的文氏图表示"如图
(.'.%

所示"其中阴影部分就是
!

!

!

图
!")"*

!

!

的补集

!"$"!

!

集合的对称差

定义
!")"+

!

设
!

&

&

是两个集合"集合
!

和
&

的对称差记作
!

4

&

"它是一个这样

的集合(其元素或属于
!

"或属于
&

"但不能既属于
!

又属于
&

"即

!

4

&*

)

!

2

&

*

-

)

!

3

&

*

例如"

!*

,

"

"

#

"

$

"

-

-"

&*

,

"

"

$

"

.

"

/

"

0

-"那么
!

4

&*

,

#

"

.

"

-

"

/

"

0

-"集

合的对称差的文氏图表示"如图
(.'./

所示"其中阴影部分就是
!

4

&

!

图
!")"+

!

!

与
"

的对称差

!"!

!

集合恒等式

任何代数运算都满足一定的规律"集合的运算也不例外"满足以下运算规律"称为集

合恒等式"其中的
!

&

&

&

1

代表任意集合"

2

表示全集!

幂等律(

!

2

!*!

"

!

3

!*!

'

结合律()

!

2

&

*

2

1*!

2

)

&

2

1

*")

!

3

&

*

3

1*!

3

)

&

3

1

*'

交换律(

!

2

&*&

2

!

"

!

3

&*&

3

!

'
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分配律(

!

2

)

&

3

1

*

*

)

!

2

&

*

3

)

!

2

1

*"

!

3

)

&

2

1

*

*

)

!

3

&

*

2

)

!

3

1

*'

同一律(

!

21

*!

"

!

3

2*!

'

零
!

律(

!

2

2*2

"

!

31

*

1

'

排中律(

!

2!

!*2

'

矛盾律(

!

3!

!*

1

'

吸收律(

!

3

)

!

2

&

*

*!

"

!

2

)

!

3

&

*

*!

'

德.摩根律(

!-

)

&

2

1

*

*

)

!-&

*

3

)

!-1

*

!-

)

&

3

1

*

*

)

!-&

*

2

)

!-1

*

!

)

&

2

1

*

*

!

&

3!

1

!

)

&

3

1

*

*

!

&

2!

1

!1

*2

'

!

2*

1

'

双重否定律(

!

)

!

!

*

*!

!

以上规律都可以用文氏图验证"也可以用集合运算的定义验证!

例
!"!"#

!

证明(

!

'

&

+

)

)

!

*

'

)

)

&

*!

证明(任取
'

"

'

$

)

)

!

*

5

'

'

!

5

'

'

&

5

'

$

)

)

&

*'

任取
'

"

'

$

!

5

,

'

-

'

!

5

,

'

-

$

)

)

!

*

5

,

'

-

)

)

&

*

5

,

'

-

'

&

5

'

$

&

!证毕!

例
!"!")

!

证明(

!

2

)

!

3

&

*

*!

)吸收律*!

证明(

方法一(

任取
'

"

'

$

!

2

)

!

3

&

*

+

'

$

!

6

'

$

!

3

&

+

'

$

!

6

)

'

$

!

%

'

$

&

*

+

'

$

!

!

方法二(

!

2

)

!

3

&

*

*

)

!

3

2

*

2

)

!

3

&

*

!!

同一律

*!

3

)

2

2

&

*

!!!!

分配律

*!

3

)

&

2

2

*

!!!!

交换律

*!

3

2

!!!!!

零律

*!

!!!!!

同一律

!"*

!

集合中元素的计数

在实际问题中"我们经常需要研究有穷集合中元素的个数"尤其是集合交或者并运算

后集合中元素的个数!

!"%"#

!

集合的基数

定义
!"*"#

!

有穷集合
!

中的元素个数"称为
!

的基数"记作
0123!

"也可以记作
!

!

例如(

!*

,

"

"

#

"

$

-"

0123!* ! *(

&*

,

' '

'

+!*&

"

'

$

3

-"

0123&* & *&

本书中不讨论无穷集的基数!
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我们经常借助文氏图来解决集合的基数问题!

例
!"*"#

!

求
!

到
!&&&

之间)包含
!

和
!&&&

在内*"既不能被
/

和
)

整除"也不能被

$

整除的数有多少个/

解(根据题意"构造如下文氏图)图
(.%.!

*"可知满足条件的数有
)&&

个!

图
!"*"#

例
!"*")

!

某公司有
'%

名科技人员"每人至少会
!

门外语!具体掌握外语人数如下(

英语(

!(

'日语(

/

'德语(

!&

'法语(

#

'英日(

'

'英德(

%

'英法(

%

'法德(

%

!会日

语的不会法语&德语!

求(只会
!

种语言人数及会
(

种语言人数!

解(根据题意"构造如下文氏图)图
(.%.'

*(

图
!"*")

设只会英语&法语&德语的人数分别为
4!

"

4'

"

4(

"会
(

种语言的人数为
'

"得到如

下方程组(

'+'

)

%-'

*

+

4!

+'*!(

'+'

)

%-'

*

+

4'

*!&

'+'

)

%-'

*

+

4(

*#

'+(

)

%-'

*

+

4!

+

4'

+

4(

*!#

解得(

'*!

"

4!

*%

"

4'

*(

"

4(

*'

!

所以"只会
!

种语言的人数是
%+(+'+(*!'

人"会
(

种语言人数
!

人!

!"%"$

!

包含排斥原理

简单的问题可以用文氏图来解决"当集合数量多或者问题复杂时"文氏图有其局限

性"下面介绍关于集合基数的重要定理###包含排斥原理!

定理
!"*"#

!

设
5

为有穷集"

)

!

"

)

'

"+"

)

6

是
6

种性质"

!

7

是
5

中具有性质
)

7

的

元素构成的子集"

7*!

"

'

"+"

6

!则
5

中不具有性质
)

!

"

)

'

"+"

)

6

的元素数为(

!

!

3

!

'

3

+

3

!

6

8

5

9

7

6

7

8

!

!

7

:

7

!

8

7

8;8

6

!

7

3

!

;

9

7

!

8

7

9;9

,

8

6

!

7

3

!

;

3

!

,
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:

+

:

)

9

!

*

6

!

!

3

+

3

!

6

推论
#

!

在定理
(.%.!

的条件下"

5

中至少具有性质
)

!

"

)

'

"+"

)

6

之一的元素个数

为(

!

!

2

!

'

2

+

2

!

6

8

7

6

7

8

!

!

7

9

7

!

8

7

8;8

6

!

7

3

!

;

:

7

!

8

7

9;9

,

8

6

!

7

3

!

;

3

!

,

9

+

:

)

9

!

*

6

9

!

!

!

3

+

3

!

6

推论
)

!

设
!

&

&

为有限集合"

!

&

&

为其基数"则

!

2

& * ! + & - !

3

&

在例
(.%.!

中"可以用包含排斥原理方式来解"解法如下(
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代入公式有(
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例
!"*"!

!

假设某班有
'&

名学生"其中有
!&

人英语成绩为优"有
$

人数学成绩为优"

又知有
)

人英语和数学成绩都为优!问两门课都不为优的学生有几名/

解(设英语成绩是优的学生组成的集合是
!

"数学成绩是优的学生组成的集合是
&

"

因此两门课成绩都是优的学生组成的集合是
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!由题意可知(
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则由包含排斥原理可得(
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所以"两门课都不是优的学生数为(
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习题
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分别计算幂集
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第
!

章
!

集合的基本概念和运算
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设校足球队的球衣有
($

件"篮球队的球衣有
!/

件"排球队的球衣有
'&

件"

(

队

总人数为
/$

人"

(

人同时参加
(

队"请问同时参加
'

个队的队员有多少人/

/.

求在2

!

"

(&&

3整数中能被
(

或
/

或
"

整除的整数的个数!

)."/

个儿童到公园游乐场"他们在那里可以骑旋转木马"坐滑行铁道"乘宇宙飞船"

已知其中
'&

人这
(

种东西都乘过"其中
//

人至少乘坐过其中的
'

种!若每样乘坐一次的

费用是
&./

元"公园游乐场总共收入
"&

元"求有多少儿童乘坐过其中任何一种!


